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Aufgabe 3.1.1.

00

. 1
Zeigen Sie, dassdie Folge p, :<1+%> korvergiert undder Grenzwert 1ist, d.h. es gilt: !(Im Qﬁ E @2 1
k=l -

Ldsung

Esig zu zeigen, dass< P, —1> eine Nullfolgeist:

o
e
-

1
Da <E> eine Nullfolgeigt, stelt py eine konvergente Folge mit dem Grenzwert 1 dar.

Aufgabe 3.1.2.

00

Zeigen Sie, dassdie Folge <1+ (-D* %> konvergiert und der Grenzwert 1ist, d.h. Lim Qﬁ (-D* % @2 1!

k=1
Ldsung

Die Vorgehensweise gleicht der aus Aufgabe 3.1.1.:
<1+ (-D* 1> -(1
k
1
=(1+(-D)F=-1
(14 (a1 21

/el
=(cor )

Der Faktor (-1) bednfluss nur das Vorzeichen (er ist immer +1 oder —1), der eigentliche Wert der Folgewird
durch k™ bestimmt, was wiederum eine Nullfolge ist (die sich mit aternierendem Vorzeichen der Null néhert).

Aufgabe 3.1.3.
K 1
Zeigen Sie, dassdie Folge (_ 1) B]- + — nicht konvergiert !
0 kT
Ldsung

Wenn k eine gerade Zahl ist (k=2n, nO0), entspricht p, exakt der Folge aus Aufgabe 3.1.1., konvergiert
demzufolge gegen 1. Fir k=2n+1, nO0, ergibt sich
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<(—1)kgl_+%§,k:2n+LnDD

i)

Der Grenzwert it hier -1 (vergleiche wieder mit Aufgabe 3.1.1.).

Jede dieser beiden Tellfolgen hat einen eindeutigen Grenzwert, der jewell s einen Haufungswert der Gesamtfolge
darstellt. Da die Gesamtfolge aber zwel voneinander verschiedene Haufungswerte hat, kann sie nicht
konvergieren.

Aufgabe 3.1.4.
Zeigen Sie, dassdie Folge <k>::1 nicht konvergiert !

Ldsung

Das Cauchykriterium besagt, dasseine redl e Zahlenfolge genau dann ggen eneredle Zahl konvergiert, wenn
sie @ne Cauchyfolge ist. Sollte obige Folge konvergieren, miisde se dl e Eigenschaften eine Cauchyfolge
besitzen (jewell sfir all eredlen £>0):

|a, —a,|<¢ furdle n,m=n,(¢)

Angewandt auf die gegebene Folge entspricht dies:

In—-m<¢ firale n,m=ny(e)

Schon fir =1 |asd sich nur die Lésung n=m (wie grofd nbzw. m sind, ist dabei irrelevant) finden. Diese genaue

Spezifikation ist aber durch die Ungleichung,fir allen,m = n, (£) “ nicht herstellbar. Damit kann (k).
keine Cauchyfolge sein und ist damit auch nicht konvergent.

Aufgabe 3.2.1.
Weisen Sie nach, dassdie Folge <k>::1 keine Gawchyfolgeist !

Ldsung

siehe3.14.

Aufgabe 3.2.2.

Weisen Sie nach, dassdie Folge < pk>::l, mit p, :=1lund p,,, =1+

, kOO, eine Cauchyfolge ist.
Px
Zeigen Sie, dassdie Folge nicht konvergent in Q ist !

Ldsung

Esist zu zeigen, dassfur al eredlen positiven emit N,m==n, (&) die Ungleichung | p, — pm| <& gilt.

Der Startwert p, ist einerationale Zahl und jedes endliche Folgenglied |&sg sch a's solche darstellen, da nur
elementare Operationen in Q verwendet werden (Addition und Division). Somit kannich jedes Folgenglied

- &

darstellen ds. p, —b— . FUr p1 kannich dann entwickeln:
k

Mathematik - Analysis (SS 2000) Ubungsblatt Nr. 3 Seite 2 von 6



Stephan Brumme, SST, 2.FS, Matrikelnr. 70 25 44

_ 1
pk+l =1+ 1+ pk
B gy L
+1 1+i
bk
_ 1
s,
by
=1+ bk
b +a,
_b +a +b
b, +a,
_a +2b
a, +h
FUr pe-pr+1 ergibt sich:
B _a _a +2b,
pk pk+l bk ak+bk
_a(a,+b)-b(a +20,)
b, (a, +b)
— a'lf +ab —ab, _Zbkz
ayb, +b;
_ a;—2b¢
aby +byg

Die Ursprungsfolge konvergiert genau dann, wenn Lim (P = Pys1) = 0. Inobiger Gleichung bedeutet dies,

2

2 2

. -2b :

dasslim 2 = Darausfolgt, dass lim (a7 — 2b?) =0, d.h. fur sehr groRek ist
ab, +h L

a; = 2b;
la|=v2b,|
al_p
5

Da ay und by stets positiv sind (a;=b;=1 und ay.1=a,+2by, b1= actby), kénnen die Betragsdriche entfernt
werden: % = \/E

k

Dass \/E ] Q gilt, ist mehrfach bewiesen worden unddaher als bekannt vorausgesetzt.
Somit hat zwar die Zahlenfolge énen berechenbaren Grenzwert, dieser stellt aber keinerationale Zahl dar.

Aufgabe 3.3.1.
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1\” 1\”
Zeigen Sie, dassdie Folgen <—> und <—2> aquivalent sind !
K/ ka K™/ ke

Ldsung

Zwei Folgen sind genau dann quivalent, wennihre Differenz ene Nullfolge ist. Bezogen auf die gegebenen
Folgen entsteht:

Kl K/ \k K/
N L 1 1 . 1
Dak? schneller wéchst a's k und stets positiv ist, gilt: 0< P < E . In der Vorlesung wurde gezigt, dass E

1 1\”
eine Nullfolgeist. Somit muss <E _P> auch eine Nullfolge sein.
k=1

Aufgabe 3.3.2.

Zeigen Sie, dassdie Folge < pk>;o . definiert in Aufgabe 3.2.2., und die Folge <qk>::1' mit ¢, :=1 und
O

Oy =1+ > , kOO, &quivalent sind !

k
Losung

Wiederum ist zu zeigen, dass die Differenz belden Folgen eine Nullfolgeist.

1+ R 1+ G . Esmussdabei gelten, dass pi=qx (daauch gleicher Startwert):
1+ p, 2+q,

J WP S P PP Y W P S PO -
1+ p, 2+ p, 1+ py 2+ p,

_/ 1 B
1+p. 2+ p

:<(2+ pk)_ pk(1+ pk)>
@+ p)(2+p)

— 2+pk_pk_plf
2+p +2p +pp

_] —pi+2
plf+3pk+2

Eswurdein Aufgabe 3.2.2. gezeigt, dass Lim P = \/E . Setzt man diesen Grenzwert in die gewonnene

Gleichung ein, ergibt sich:

Mathematik - Analysis (SS 2000) Ubungsblatt Nr. 3 Seite 4 von 6



Stephan Brumme, SST, 2.FS, Matrikelnr. 70 25 44

~J2°+2 _< —2+2 >
J2°+3J2+2 2+3/2+2
3
= 4+3\/§
=0
Somit geht fur py, die sehr nahe gegen ihren Grenzwert !(I[Tl P = \/E gehen, die Folge <pk>::l —<qk>

00
k=1

gegen Null.
Aufgabe 3.4.
Beweisen Sie, dassdie Multiplikation von komplexen Zahlen kommuativ ist, d.h esgilt z, [Z, = Z, [Z, !

Ldsung
[z, = (a +hi)Ua, + b))
= (a3, —bb,) +(ab, +a,b)i

Daay, a,, by und b, redle Zahlen sind und die Kommutativité sowohl der Addition a's auch der Multiplikation
bereitsin der Vorlesung nachgewiesen wurde, gilt:

=(a,a —b,b) +(ab, +ab,)i
= (a, +b,i) [a, +hi)
=z,

Somit wurde gezeigt, dassdie Multiplikation komplexer Zahlen kommutativ ist.

Aufgabe 3.5.
Beweisen Sie, dassdie Ungleichung ||21| - |22|| < |Z1 - 22| im Bereich der komplexen Zahlen besteht !

Ldsung

Zwei wichtige Eigenschaften der kompexen Zahlen werden vorausgesetzt (a,b sind redle Zahlen):
. |z| = va? + b?
I z-2,=(a-a,)+(b -b,)i

Damit |asstsich herleiten:
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|zl -|z| < |2~z
Va5 - yad b2 | <[(a, - a,) + (B -y
Va? +bf —fal +bi[ < (@ ~a,) + (o, =)’

(Va2 07 - JaZ +82 | < (a,-a,)? + (0 -by)’
(a2 +b?) - 2\/(a2 +b?)(a2 +b?) + (a2 +b?) < (a2 — 23,3, +a2) + (b? -~ 2bb, +b?)
-2,/(aZ +b7)(2; +b?) < -2a,a, - 2bb,
V(@2 +b?)(@2 +b?) 2 aa, +bb,
(af +bf)(a; +b}) = (aa, +hb,)?
a’a; +arb; +ajbf +b’h] > afa; +2a,a,bb, +bb;
a’b; +ajb’ > 2a,a,bb,
a’bl +ab’ —2aa,bb, 20

(ab, ~ba,)* 20
Daweiterhin X* = O fir alexgilt, ist die Ungleichurg bewiesen worden.
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