AUFGABEN “ANALYSIS

11. Vorlesung

11.1 Zeigen Sie, mit Hilfe der “e-§”-Sprache, dal die Funktion /z, © > 0, stetig bei
To = O ist.

Losung: Es sei

Daraus folgt

oder

Folglich gilt

Vo — V5| <e (1)

Vo —e<yr<Vite (2)
5-2V5 4+ <z <5425+ (3)
—e(2VE —€) <z —5 < e(2V5 + ). (4)

Fiir e < 21/5 setzen wir 6(e) = ¢(2v/5 — €). Somit gilt fiir alle z, die der Bedingung
|z — 5| < 8(e) geniigen, daB |\/z — V5| < €, 0 < € < 2¢/5. Ist € > 21/5, so setzen wir
§(e) = 5, woraus fiir |z — 5| < 5 die Ungleichung |/z — v/5| < V5 < 2v/5 < € folgt.

O

11.2 Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit:

11.2.1

11.2.2

11.2.3

f(x) = |z|, dom(f) = R,

Losung: Die Funktion ist in jedem Punkt x € R stetig. Der Beweis dieser Be-

hauptung folgt aus Aufgabe 11.4. O
e #+ 2
— r—2"
/(@) { a, r =2,
a€R

Losung: Fiir x # 2 ist die Behauptung offensichtlich. Die Funktion f(z) ist im
Punkt z = 2 stetig, wenn lim,_.» f(z) = a. Es gilt
22 —4 (x —2)(z+2)

gy Sl TS S limle+2) =4 ()

Daraus folgt, dafl die Funktion stetig ist, falls a = 4, und unstetig, falls a # 4. O

sin(x)

B =1, x#0
f(x)_{l, z=0.

Losung: Fiir x € R\ {0} ist die Funktion offensichtlich stetig. Kritisch ist der
Punkt x = 0. Infolge von Aufgabe 9.1.2 gilt lim; . Smxﬁ = 1. Daraus folgt, dafl
die Funktion f(x) steitg ist. O




11.2.4

11.2.5

sin(x) 0
_) @ 770
@ {L 0

Losung: Wie in der Aufgabe 11.2.3 ist ebenfalls der Punkt x = 0 kritsch. Es
gilt die Darstellung

o) = sign(n) ™22 4 )
wobei .
sign(x) = { 1 i z 8 (7)

Unter Berticksichtigung von Aufgabe 9.1.2 folgt daraus lim, g, f(z) = —1

und lim, .o ,~0 f(z) = 1. Folglich ist die Funktion unstetig. O
_ {sin(1/a), 740,
oy ={
acR,

Losung: Kritisch ist der Punkt = = 0. Wir fiihren die Folge {xy }kez, 2 = ﬁ,
a € (—m,m) \ {0}. Offensichtlich gilt limy 10 x = 0 und limy_, 100 f(2x) =

limg_ 4o sin(a + 2kmw) = limy .1 sin(«). Daraus folgt, dal der Grenzwert
lim, o f(x) nicht existiert und folglich kein a existiert, so daf§ die Funktion
stetig bei x = 0 ist. O

11.3 Finden Sie die Unstetigkeitsstellen der folgenden Funktionen:

11.3.1

11.3.2

f(l’):ﬁ,xGR,

Losung: Die Funktion ist unstetig bei x = —1. O

flx) =15 v €R,

14237

Losung: Die Funktion hat eine hebbare Unstetigkeit bei x = —1.

Beweis: Der Nenner wird Null bei 22 + 1 = 0. Verwenden wir die Formel
P rl=(+1)(z*—2+1), z€R, (8)

so finden wir die Nullstelle #; = —1. Da gilt 2> —2+ 1 = (z — 22)* 4+ 3 > 3,
ist x; die einzige Nullstelle des Nenners. Untersuchen wir, ob die Funktion
f(z) tatsichlich unstetig bei z; ist, oder ob die Funktion bei x; eine hebbare
Unstetigkeit hat. Wir finden

rx+1 1 1
[ R b Bk
Setzen wir f(—1) = %, so wird die Funktion stetig. Die Unstetigkeit ist eine
hebbare. O



11.3.3

11.3.4

f(x) = arctan(1/x), x € R,

Losung: Die Funktion ist unstetig bei x = 0

Beweis: Kritisch ist die Stelle x = 0. Wir finden lim, . .<o f(7) = —% and

lim, 450 f(7) = 5. Die Funktion ist damit bei 0 unstetig und die Unstetig-

keit ist nicht hebbar. O
flz) = %‘;1, xr € R.

Losung: Die Funktion ist in den drei Nulstellen des Nenners unstetig.

Beweis: Der Zahler ist bei x = £1 null, wihrend der Nenner bei x = +1 un-
gleich Null ist. Damit ist die Funktion unstetig bei den Nullstellen des Nenners.
Eine eifache Analyse zeigt, dal der Nenner drei Nullstellen hat. O

11.4 Es sei f, dom(f) = R, eine stetige Funktion. Zeigen Sie, daf auch F(z) := |f(z)|,
dom(F') = R, eine stetige Funktion ist.

Losung: Da f(xz) stetig gilt, daB fiir jedes € > 0 ein §(zg) existiert, so dafl fiir
|z — x| < d(xp) die Ungleichung |f(x) — f(xo)| < € erfiillt ist. Da gilt

1F(@)] = 1f (o)l < [f(2) = f(zo)] (10)

folgt daraus, dafl fir |z — x¢| < d(zo) auch die Ungleichung ||f(x)| — |f(xo]| =
|F(z) — F(xg)| < € besteht. O

11.5 Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen gleichméflig stetig sind:

11.5.1

11.5.2

f(l') = 436?7 dOm(f) = [_17 1]5
Losung: Die Funktion ist gleichméflig stetig.

Beweis: Die Funktion f ist stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [—1,1].
Wenden wir den Satz iiber die gleichméflige Stetigkeit von stetigen Fuktionen
an, so folgt sofort die gleichméfige Stetigkeit. O

f(z) =In(z), dom(f) = (0,1),
Losung: Die Funktion ist nicht gleichméfig stetig.

Beweis: Wir nehmen an, daf die Funktion f(z) gleichméafBig stetig in dom(f) =
(0,1) ist, d.h., fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, so daB fiir z,y € (0,1) und
|z —y| < 6, die Abschétzung | f(z) — f(y)| < € gilt. Wir setzen z,, := 1 + ¢ und

3



11.5.3

11.5.4

11.5.5

Yo :=1n=1,2...Dalz,—y,| = <6, gilt offensichtlich | f(z,) — f(yn)| <,
n = 1,2,.... Daraus folgt In(z,) — In(y,) = In(z,/y,) < €, was dquivalent
zu 7+ < e ist. Folglich finden wir z, — y, < (e = Dyn, n = 1,2..., oder
J < (ef — 1)%, n = 1,2.... Daraus folgt 6 = 0, was im Widerspruch zur An-
nahme ¢ > 0 steht. O

fz) =29 dom(f) = (0,7),

Losung: Die Funktion ist gleichméafig stetig.

. 1 r=20
f=9q flx) z€(0,1) (11)
0 zxz=m

Die Funktion ist stetig auf [0, 7]. Wenden wir den Satz iiber die gleichméfi-
ge Stetigkeit stetiger Funktionen an, so folgt, daB die Funktion f gleichméBig
stetig in [0, 1] ist. Damit ist aber auch die Funktion f, die eine Einschrinkung
der Funktion f ist, d.h. f = f](0,1), gleichm#Big stetig. O

f(x) = e” cos(1/x), dom(f) = (0,1),
Losung: Die Funktion ist nicht gleichméflig stetig.

Beweis: Wir setzen x,, = %, n=1,2,.... Esgilt

fl@n) = fana) = (12)
el/m cos(nm) — eI cos((n 4 1)7) =
el/nw(_l)n . 61/(n+1)7r(_1)(n+1)'

Daraus folgt
|f(20) = fnse)] = /™™ 4 M/ HDT 5 o [=1,2.... (13)

Andererseits gilt |z, — x,41] < m Angenommen die Funktion f sei
gleichméfig stetig. Dann existiert fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0, so daB fiir
z,y € (0,1) und |z — y| < ¢ die Abschitzung |f(z) — f(y)| < € besteht.
Wir wihlen 0 < € < 2. Wenn n hinreichend grof ist, dann gilt |z, — z,41] < 4.
Aus (?7?) folgt aber, dafi die Abschitzung |f(z,) — f(2,11)| < € nicht gilt.
Damit war die Annahme, dafl f gleichméBig ist, falsch. O

f(x) =z, dom(f) ={x € R:z > 0}.

Losung: Die Funktion ist gleichméafig stetig.



Beweis: Es ist unschwer zu zeigen, daf aus z,y > § und |z — y| < §? folgt, dafl
vz — \/y| < 0. Folglich finden wir

V6 0< 2,y <, |z —y| <5
Ve =yl < Vi+6 0<z <6<y, |[v—y|l <8 (14)
0 d<ay, vyl <8

Fiir jedes € > 0 existiert ein 4, 0 < 0 < 1, so daB die Bedingung max{+/d, v/d +
§,0} < e erfiillt ist. Fiir x,y > 0 und |z — y| < §? gilt folglich die Abschiitzung

V7 — /Y| < max{V/§,V3 + 6,5} <e. O



