AUFGABEN \M NALYSIS"
13 Vorlesung

131 Finden Sie eine Di e rentialgleichung 1. Ordnung, die die Funktion f (x) = xe X2
x > 0, als eine Lesunghat.

Lesung Es gilt
d _ 2 X2 _ 1 X2 _ 1 .
&f(x)—(l 2x)e * = ” 2X xe ™ = < 2x  f(x): Q)
Damit erfullt die Funktion f (x) die Di erentialgleichung

d., .1 _
G f0=" 7 2 {0 )

13.2 Finden Sie die Riemann-ZwschensummeZ S(Z,,;f) fur jedesn = 1;2;:::, f (X) =

1+ x und [a;b = [ 1;4], wenn Sie eine aquidistante Zerlegung fllﬁn)gﬂzl ) I)lﬁ”) (:)
[x{M;xM) von [ 1;4] annehmenund den Zwischerwert "V gleich (" = HiiXi
setzen.
Lesung Die aquidistante Zerlegung ist gegelen durch
5k
xW= 1+ k=01::::n; n2N: (3)
k n

Damit erhdten wir fur die Zwischensumme
|
(n) (n)’

X X Xy, + X
Zs(Znif) = O WD = 1 AT (0 6T @)
k=1 k=1
Setzt man ein, sofolgt
X 25 25X 25 X
ZS(Zy;f) = W(ZK 1) = 2 k on? (5)
k=1 k=1 k=1
Verwenden wir die Summenformel
X +
=02, ©)
2
k=1
so erhalten wir
.._25n(n+1) 25 _25n 25 25
ZS(Znit)= =% """ w2 (7

12.3 Finden Siedie Riemann-UrtersummeUS(Z,;f ) und Riemann-ObersummeQOS(Z,;f)
fur jedesn = 1;2;::: und die folgenden Funktionen:

1



1321 f()=x% [aH=[ 23],

Lesung Wir wahlen die aquidistante Zerlegung

Xf(n): 2+§; k=0:2::::5n; n2N:

Wir nden

n

X
US(Zn;f) = (x(k”>)2% +

n n

1 R
R e I A&

k=1 k=2 n+1 k=4 n+1
Dies ergbt
US(Z,(;f) =
xn 2 xn 2 Xn
1 2+ E + 2+ k 1 + 2+
n n n
k=1 k=2n+1 k=4 n+1
oder (
1 X! 2 2
US(Zy:f) = = o4 M
n n
m=1
Rt on+1+m 1 2 X!t n+ 1+ m
2+ + 2+
m=0 n m=0 n
Daraus folgt (
1 X! 2 X1 2 X1
US(Zyif) = = me, 7 M LM
n m=1 n m=1 n m=0 n
oder ( 1 X 1 )
2 2
US@Zut)= = 20 M7 au D
n n n
m=1 m=0
oder . ( . X 1 )
US(Znif)= = 2 m*+  (2n+ m)?
n m=1 m=0

Es gelten Die Summenbrmeln

X « = N+
B 2

k=1

X @ = Nn+HEn+ 1)
k=1 6

Folglich gilt
US(Z,;f) =

1 2(2n 1)2n(4n 1)+ An’+
n3 6
4n(n 21)n N ((n 1)2(2n 1)

(8)
(9)

0
g

(11)

(12)
(13)

(14)

(15)

(16)

(17)



oder

US(Zn;f) = (18)
1 2n 1)(@n 1) 2 (n 1)@n 1)
Y 2 3 +4n“+2(n 1)n+ 5 : (19)
Wir nden
7n?2 3n+5
US(Zn:f) = = ; (20)
worauslim,; US(Z,;f) = % folgt. Auf ahnliche Weise wird OS(Z,;f) be-
rechnet. 2
_bg H = O
132.2 f(x)="x, [a;b=][0;1],
Lesung Wir wahlen die aquidistante Zerlegung x\" = k. Folglich gilt
r_
1Xt ko1 Xtpo
US(Zn,f) = H ) ﬁz @ ) k: (21)
k=0 k=1
Fur die Obersumme nden wir
X' p_
0S(Z,;f) = % K: (22)
ne=
k=1
Leider gibt eskeine gestilosseneSummenformel! 2
132.3 f(x) =2 [ab=][0;10Q,
Lesung Wir wahlen die aquidistante Zerlegung x\" = 1k Es gilt
10Xt 1020 1
US(Zn;f) = o 279N = ot 1 (23)
k=0
Ahnlich wird die Obersummeberednet. 2

134 Finden Se die Riemann-UntersummeUS(Z,;f) fur jedesn = 1;2;:::, f (x) = x*
und [a; 1 = [1; 2], wenn Sie eine geometristie Zerlegung f1 Mgl , 11 = [x{™; x")

(n)
von [1; 2] annehmen,d.h., ka = ¢, > 1fur jedesk = 1;2;:::;n.
Xf< )1

Lesung Man ndet x\” = g]x(k”)l woraus x\" = ¢¢x{" = ¢ folgt. Da x{" = 2
nden wir ¢ = 2 oderg, = " 2, d.h. x(k”) = (2)%". Daraus folgt
X 4
US(Znif) = (x¢ )"(Xg  Xg 1) (24)
k=1

3



Setzenwir ein, soerhdten wir

US(Zn:f) = (25)
x X 1
@ @S @ I = (@ ) @% (@9)
k=1 k=0

Das ist eine geonetrische Reihe. Somit nden wir

. M
US@if) = (7 Dyt - @7)
= 1 31 )
ToF T @Fr e eE e @
man sieft leicht, da lim,; US(Z,;f) = 2. 2

135 BeretinenSiedie folgendenbestimmetenlntegrale mit Hilfe der Riemann-Integralsummen
(Riemann-Zwischensimme, Riemann-Untersumme, Riemam-Obersumme):

R
135.1 o X2 dx,

Lesung Es gilt

Xk 21 11X n(n + 1)(2n + 1)
OS(Z,:;f) = S-S k? = 3 . (29)
k=1 k=1
worauslimny  OS(Z,;f) = £ folgt. 2
R1
135.2 o atdx, a>0,
Lesung Wir nden
Xt 1
ZS(Z,;f)= @z (30)
k=0 n
Das ist eine geometische Reihe. Somit gilt
l a1l
ZS(Zy;f) = ﬁm, (31)
worauslimny,  ZS(Zn;f) = % folgt. 2
135.3 .zdx, O0<a<h,

Lesung Wir setzenx, := a+ d¥, k= 0;1;:::;n,d= b a. Benutzen wir den
Hinweis, so nden wir

X 1

o, (a+ d5)(a+ dd)

X
g: nd 1 1 © (32)

ZS(Zn 1) = - na+ kdna+ (k 1)d’
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135.4

135.5

Daraus erhalten wir

ZS(Znit) = , (33)
X 1 X1 Xt 1 X 1
e RS = n ’
g nat (k 1)d g Nat kd o Nat d g nat kd

woraus augerblicklich folgt

1 1 1 1
ZS(Zy;f)=n A naxnd —a b (34)
O ensichtlich gilt lim,, 1 ZS(Zn;f) =2 £ 2
=2 . d
o Sin(x) dx,
Lesung Es gilt
X 1
ZS(Z,;f) = sin(k =2n)%: (35)
k=0
Wir benutzen die Bezielung sin(x) = =m(&*). Soerhalten wir
X1 !
. - _ = ik =2n .
ZS(Zn;f) = n m e : (36)
k=0
Das ist eine geonetrische Reihe.Deshalb nden wir
ein =2n 1
ZS(Znif) = 5o=m S (37)
woraus folgt
b3 1
ZS(Z,;f) = 2 sin( =an) sin( (1 ﬁ):4): (38)
. . p7 .
Es gilt lim,;, %mgn( 1 H=)=1 2
RX
o cost)dt, x> 0.
Lesung Wir verfahren wie zuvor.
28(2,:f) = | (39)
X 1 X1 ' X
cosQ<x=n)i - Xce goen = X g
n n n exn 1
k=0 k=0
Daraus erhalten wir
X L 1, _
ZS(Zn;f) = ﬁm sin(x=2) cos(1 ﬁ)—Z) (40)
Folglich qgilt limp;  ZS(Zn;f) = 2sin(x=2) cosk=2) = sin(x). 2



Wahlen Sie eine geinstige Zerlegung deqqlntegrationsintervalls! Hinweis Setzenin
Aufgabe 135.3den Zwischerwert (" = x("xM k= 1;2;:::;n.
135.6 ZeigenSie,da die Riemannste Funktion
0 : x2[0;1]nQ

r = . _ . .
(x) Lo x=22[01)\ Q

(41)

wobei p and q teilerfremd sind, integrierbar ist,

Lesung Essei > O0undM = fx2[0;1]:r(x) g.Dax 2 [0;1],qilt fur x = p=q
da O0<p q Ausx =p=g2 M folgt q 1=. Damit gilt fur x = p=q2 M

die Relation 0 p g 1=. Sanit begeht die MengeM aus endlichen vielen
Punkten. Wir setzen

r(x) : x2[0;1]nM

r(x)= 0 : x2[01]\ M; (42)

Ferner seézen wir d (x) = r(x) r (x). Die Funktion ist oe nsictlich nur fer
X 2 M versdieden von Null, d.h., die Funktion d ist nur in endlichen vielen
Punkten versdiedenvon Null. Es gilt

Z, Z1 Z1 Z1

0= r r r+ d: (43)
0 0 0 0

R
Da d nur in endlich vielen Punkten versdieden von Null ist, ndet man (1)d = 0.

Weiterhin gilt r (x) < , x 2 [0; 1], was ;r impliziert. Somit erhaken wir
Z, Z1 Z1 Z
0= r r r+ d : (44)
_ 0 0 0 0

R R
Da Dbeliebig klein gewahlt werdenkann, folgt 0 = ér = ;r. Folglich ist r inte-
grierbar und Olr = 0. 2

135.7 ZeigenSie,da fur die Funktion
1 : x2[01]\ Q

reg = 1 : x2[01]nQ; (45)
Ry .. . . Ry, . -
dasintegra | jf] existiert, jedoch das Integral ' f nicht existiert.
. . R ... :
Lesung Da jfj = 1 existiert dasIntegral jfj= 1. Wir nden
Z, Z1
1= f< f=1 (46)
0 0
R, R o R, .
Da _Of 6 f existiert dasintegral f nicht. 2



