Ubungsblatt 1 Stephan Brumme 30.0Oktober 2001
Matrikelnr. 702544, 5.Semester

Aufgabe 1: Komposition von Halbebenen

Die Halbebenen h; bis hg sind inihren impliziten Darstellungen gegeben:

h,(x,y)=x+220
hy(x.y)=-y+620
h,(x.y)=y=0

hy(x y)=-x-y+520
hy(x,y)=x-y+520

a) Ich habe die Halbebenen auf einem Blatt Papier gezeichnet und anschlief3end eingescannt:

iy

o

Die Halbebenen sind in griin gehalten und verlaufen auf der Seite der jeweiligen Begrenzungdinien, die
nicht grin schraffiert ist. Zur Verdeutlichung: h; umfasst alle Punkte, die links von der Linie liegen (und

direkt auf der Lini€), die die x-Achsebei X =2 schneidet.

Als Schnittfléache aler Halbebenen entsteht ein rot schraffiertes Flinfeck, dessen spezielle Form als “Haus
des Nikolaus’ bekannt ist.

b) Die Kombination der Halbebenen ist nicht optimal. Im Scan erkennt man das daran, dass h; die Form des
Polygonsin keiner Weise verandert. Mathematisch kann eine Kombination von Halbebenen nur dann als

optimal bezeichnet werden, wenn man jede Halbebene ein [Ip (I, findet, fur das Uh,, j #i:pOh, gilt,

d.h. esfir jede Halbebene min. 1 Punkt gibt, der nicht inihr, aber in allen anderen Halbebenen liegt.
Die Figur lasst sich demzufolge auch unter Beschréankung auf die Halbebenen hy, h,, hs, hs und hg darstellen.
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Aufgabe 2: Konstruktion dreidimensionaler Objekte durch Halbraume

a) Zuerst zeichneich die Objekte auf, danach bestimme ich die Halbréaume.

Einheitswiirfel:

Die Ebenen hy bis hg werden durch die Lage der Punkte a bis h definiert:

a,b,c,dlh; b, f,g,clh,; e f,g,hlh;; a,eh,dUh,; a,b,e fOh:; d,c,g,hlh,

Die entsprechenden impliziten Darstellungen sind mit der Hesseschen Normalform der Ebenengleichung
sehr schnell zu ermitteln, da die Normalenvektoren aller Ebenen jeweils entlang einer Achse verlaufen:

h,(x, v, z):—z+%20
h, (x, y,z)=—x+%20
hy(x,y,z)= z+%20
h,(x,y,2) = x+%20
hy(x,y.z)= y+%20

he(x,y,z):—wgzo
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Pyramide:

Leider habe ich mich bei der Erstellung der Skizze etwas mit der Achsenbezeichnung vertan, so dassich per
Computer nachhelfen musste:

Auch hier bestimmen die Punkte a bis e die Halbebenen h; bis hs:
a,b,ellh; b,c,eldh,; c,d,ellh;;a,d,ellh,;a,b,c,dh,

Die Umschreibung mit Hilfe impliziter Funktionen ergibt sich erneut aus der Hesseschen Normalform.
Diesmal sind aber nicht alle Normalen achsenparallel. Eine kleine Skizze veranschaulicht den Sachverhalt

fur h;. Der Normalenvektor hat (nicht normiert) die Lange \/E . Dasich in Kombination mit dem Abstand

1
der Hypotenuse im Dreieck (entspricht einer Seite der Pyramide) von E sich aber unpraktische Werte

ergeben, habe ich beide Seiten der impliziten Gleichungen jeweils mit /2 multipliziert.
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h(x,y,z)=-x-z+120

b) DieHulle eines Zylinders Z besteht aus der Menge von Punkten p, die zu der Geraden g, die durch die Mitte
des Zylinders verlauft, einen Abstand haben, der dem Radius r entspricht:
g(s)=m+sn, mnOR®,sOR
— 3 —
z={pORd(p.g)=r}
Um diesen Zylinder durch Halbebenen zu approximieren, nutze ich die vorherige Uberlegung, indem ich
eine hinreichend grof3e Anzahl von Halbebenen konstruiere, die alle den Abstand r von g haben.

|dealerweise sind diese Ebenen regel méfdig angeordnet, um eine gute Approximation zu erreichen.
Blickt man entlang g, so erhdlt man folgendes Bild:

Mein Verfahren zur Anndherung durch (bspw. 6) Halbebenen ergibt bei gleichem Sichtwinkel:

Esfélt auf, dass der Zylinder stets kleiner als die approximierende blaue Hiille ist. Man kdnnte den Abstand
der Ebenen zu g verringern, um so eine bessere Anndherung zu erzielen, alerdings erfordert dies mehr
Rechenaufwand, so dassich darauf vorerst verzichte.

Je mehr Halbebenen man verwendet, desto genauer ndhert sich die Hille dem Zylinder an. Hier ist eine
Abwégung zwischen Aufwand und Nutzen zu treffen, da die Darstellung i.d.R. auf einem diskreten Raster
erfolgt und Subpixel prézision nicht unbedingt notwendig ist.
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Ich habe bisher offen gelassen, wie man die erwahnten Ebenen bestimmt. Zunéchst ermittelt man den
Normalenvektor, der senkrecht auf dem Richtungsvektor von g steht:

nEbene * nGerade = 0
Je nachdem, wie gut die Naherung sein soll, kann man entweder Nepene €her zuféllig oder systematisch
bestimmen. Letzteres erfordert, dass man von einem ersten nNgyee ausgehend alle in einer Ebene liegenden
welteren Ngyene durch einen Winkel a ermittelt, der von 0 bis 21 &uft.

Wenn die Normale Ngyene gefunden wurde, muss man noch einen Punkt in der Ebene bestimmen. Der ergibt
sich, wenn man zu einem Punkt der Gerade g noch Ngyene [CRadius addiert.

Anmerkung: Ich gehe stets davon aus, dass der Zylinder unendlich lang ist. Sollte dies nicht der Fall sein,
d.h. Deckel- und Grundfléche exigtieren, so sind entsprechend noch zwei Halbebenen
hinzuzufigen, die diese beiden Begrenzungen herstellen.
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Aufgabe 3: Konstruktion eines BSP-Trees

A
y
Val
e
A
d
‘C
a
b
0 %

Zuerst habe ich alle Objekte im zweidimensionalen Raum aufgezeichnet:

a2,2-(7,2
b: (8, 0) — (10, 4)
c:(0,3)-(2,6)
d: (9, 6) — (12, 6)
e (4,8) - (6, 6)

Die Vorderseite der Linie wurde durch kleine Pfeile symbolisiert.
Wenn man BSP-Trees interaktiv ausprobieren mochte, so empfehleich, sich ein Java-Applet im Internet
anzuschauen: http://symbol craft.com/pjl/graphics/bsp/bsptreedemo german.html

a) Wenn man die Linien alphabetisch durchwandert, um so einen BSP-Tree zu erstellen, dann entstehen die
folgenden Schritte:

A
y

QD

»
>

0 X

Schon gleich zu Beginn wird b durch die durch a verlaufende Halbebene geschnitten, so dass b durch b, und

b, ersetzt wird.

Anmerkung: Im BSP-Baum wird links von einem Knoten die Vorderseite (f fur front) und rechts
die Ruckseite (b fur back) eingetragen.
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Durch den Schnitt von b mit a entstanden aus einer Linie zwei neue. Zunachst wird b, betrachtet, danach b:

A
y
ol
e
A
dy d;
A
€ b
o
a
by
0 X
A :
y
ol
e
A
d; d,
A
€ ( b
o
a
by
0 X
DieLinie c fugt sich unproblematisch ein:
A
y
ol
e
A
dy d;
A
¢ ( b
b, D
a
by
0 X
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Bei dist wieder zu beachten, dass durch b, eine Partitionierung in d; und d, entstand:
A

y

bl

0 ; X

d, verlauft zwar durch die Endpunkte von ¢ und e, allerdings wird dadurch keine Unterteilung dieser Linien
notwendig. Die den Raum teilende gestrichelte Linie von d, ist ferner bis ¢ begrenzt und ist nicht unendlich
lang, dad; nur den Bereich zwischen der Vorderseite von ¢ und der Riickseite von b, partitionieren darf.

Ein weitere Feinheit ist die Einordnung von d, in den Baum: Man muss dieses Liniensegment unterhalb b,
und nicht bei ¢ einordnen.

A
y
ol .
e 4
&4
‘C
b,
a
by
0 %
Ohne weitere Uberlegung ist auch e sofort einordbar:
y A
ol .
e 4
&4
‘C
b,
a
by
0 %
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AbschlieRend mdchte ich noch eéinmal die entstandene Unterteilung des Raumes verdeutlichen, indemich
den einzelnen Teilflachen die entsprechende Position im BSP-Baum zuordne:

A
Y X Eront
Coack €back 0o front
A 0y ok J Opack
*
b
1 back bl front

0 >

Fur die Einordnung ist entscheidend, welche Linie den jeweiligen Teilraum zuletzt partitioniert hat. Zum
Vergleich wiederhole ich den BSP-Tree:

Zur Uberpriifung kann man untersuchen, ob jedesmal, wenn im Baum ein Knoten weniger als zwei
Unterknoten hat, der fehlende Teil as Teilraum in der obigen Grafik auftaucht. Z.B. hat ¢ nur einen

Unterknoten (namens d;), der auf der Vorderseite von c liegt. Die Riickseite von ¢ steht a's Coacx in der
Grafik.
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b) Diebeiden Kameras eye; und eye, flige ich zundchst a's gelbe Punkte in die Grafik ein:

eyer: (10, 10)
eyex: (12, 0)
@)
€ye;
A
y
Pl
e
d; d,
Ac
b,
a
by
- » O
0 x _eye
Durch Einordnung in die jeweiligen Teilrdume findet man sehr schnell die notwendige
Traversierungsreihenfolge des BSP-Trees:
eye; U &ont b,—a-d,—b,—c-d,—e
eye, 1 by front: c—e—d;—dy—b,—a-b;
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